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Osnove teorije linearnog programiranja

SAZETAK

Linearno programiranje je nacin pronalazenja optimalnog rjeSenja za slozeni problem koji se
sastoji od funkcije cilja, varijabli i ograni¢enja (restrikcija). Razlikuju se standardni problemi
linearnog programiranja, a to su standardni problem maksimuma i standardni problem
minimuma; te op¢i problem. Specijalni problemi linearnog programiranja su transportni
problem (otvoreni i zatvoreni) te problem asignacije. Linearno programiranje se moze
primijeniti za rjeSavanje raznih slozenih problema za cije rjeSavanje je potrebno Koristiti
odredene metode kako bi se doslo do optimalnog rjesenja. Linearno programiranje se moze
koristiti u poduze¢ima kako bi se primjerice povecala dobit ili smanjio trosak. Kod specijalnih
problema, poduzeée moze koristiti linearno programiranje kako bi pronasli optimalni raspored
zaposlenika na odredeno mjesto na temelju njihove uspjesnosti. Kod transportnog problema
moze Se rjeSavati primjerice problem kako transportirati proizvode iz 2 ili vise ishodisnih mjesta
do 2 ili viSe odrediSnih mjesta, a da se pri tome smanje trosSkovi po jedinici transporta. Na
temelju objavljene literature i vlastitih zapaZzanja te primjera objasnit ¢e se linearno
programiranje. Prvo ¢e se objasniti opca teorija 0 linearnom programiranju, te iznijeti §to
hrvatski i strani autori piSu o linearnom programiranju. Na kraju ¢e se rjesiti dva primjera

linearnog programiranja te dati zakljucak.

Kljucéne rijeci:

Linearno programiranje, Poslovno odlucivanje, Kvantitativne metode

Fundamentals of linear programming theory

ABSTRACT

Linear programming is a way of finding optimal solution for a complex problem which is made
of objective function, variables and restrictions. Standard problems of LP are SP of maksimum,
SP of minimum and general problem. Special problems of LP are transportation problem (open
and closed) and assignation problem. Linear programming can be applied to solve any complex
problem that cannot be solved just like that, but it is necessary to come up with an optimal
solution with certain methods. Linear programming can be used in companies when they want

to increase profit or decrease cost. Those are the examples of SP of maksimum and SP of



minimum. With special problems, company can use linear programming to find an optimal
timetable of employs to their designated workspace based on their accomplishment. With
transportation problem, there can be a problem of how to transport products from 2 or more
starting points to 2 or more destination points, but so that the cost per unit of transport decreases.
Based on published literature and own observations and examples, we are going to explain
linear programming and give a conclusion on everything that was proccesed in here. We are
first going to explain a general linear programming theory, then we are going to present what
croatian and foreign authors are writing about linear programming. And finally, we are going
to solve two examples of linear programming and then give a conclusion for this theme.
Keywords:

Linear programming, Business decision, Quantitative methods
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1. Uvod

Problem linearnog programiranja koji se sastoji od varijabli odlucivanja, funkcije cilja i
ograni¢enja (restrikcija) sluzi za pronalazenje optimalnog rjeSenja slozenih problema za ¢ije
rjeSavanje je potrebno koristiti odredene metode kako bi se pronaslo rjesenje. Cilj linearnog
programiranja mora se jasno definirati i mora se kvantitativno izraziti. Objasnit ¢e se metode
rjeSavanja problema linearnog programiranja, a to su: Simplex metoda, metoda pomocu
Excelovog solvera, graficka metoda i metoda pomocu ,,R* programa.

Na temelju objavljenje literature 1 vlastitih zapazanja, objasnjava se opcenito linearno
programiranje. Objasnit ¢e se §to hrvatski i strani autori piSu o linearnom programiranju i na
koje slozene probleme se lineaarno programiranje moze primijeniti.

Kada je u pitanju poduzece, tu moZe postojati problem kako povecati dobit ili smanjiti troskove,
te je tada moguce koristiti standardni problem maksimuma odnosno, standardni problem
minimuma. Navedeni problemi ¢e se rijeSiti u empirijskom dijelu rada, kako bi se prikazalo
rjesavanje problema linearnog programiranja. Primjeri ¢e se rjeSavati u programu MS Excel.
Spomenut ¢e se i specijalni problemi: transportni problem (zatvoreni i otvoreni problem) i
problem asignacije koji nece biti rjeSavani u radu.

Svakom poduzeéu bi pomoglo linearno programiranje jer njegova primjena usmjerava
poduzeca ka uspjehu i poboljsanju poslovanja - omogucéuje optimalni proizvodni program,
optimalno kori$tenje materijala, povecanje dobiti i smanjenje troskova, optimalni raspored

zaposlenika kao materijala.



2. Teorijska podloga i prethodna istrazivanja

2.1 Sto je linearno programiranje?
,,Kada se Zeli rijesiti jedan problem koji se sastoji od mnogo alternativa i/ili varijabli ne moze
se to napraviti parcijalno detaljnom analizom pojedine alternative bez sustavnog pristupa“
(Pavlovi¢, 2005:137).
Linearno programiranje sluzi za pronalazenje optimalnog rjeSenja koji se sastoji od funkcije
cilja i ograni¢enja zajedno sa parametrima i varijablama.
Prema Pavlovi¢u (2005.), model linearnog programiranja razvija se na temelju pretpostavki.
Smatra da se realni problemi ne mogu uvijek svesti na linearno programiranje ako ne
ispunjavaju pretpostavke. Pretpostavke su sljedece:

1. Mora postojati jasan cilj koji se moze kvantitativno izraziti

2. Moraju postojati ograniceni izvori resursa i udjela na trzistu

3. Moraju postojati alternativna rjesenja

4. Mora postojati uzajamna meduovisnost izrazena linearno
Ako se pretpostavi da se radi o odlu¢ivanju u poduzecu, cilj linearnog programiranja moze biti
pronaci optimalno rjesenje za povecanje dobiti ili smanjenje troskova.
2.2 Op¢i model linearnog programiranja
Op¢i model linearnog programiranja se definira na sljede¢i nacin (Pavlovi¢, 2005:139):

1. Funkcija cilja

Max(min)z = c;x1 + Cpxy + -+ + CpXy
2. Restrikcije/ogranicenja
A11X1 + A1pXy + -+ A X <== by
Ap1X1 + Ay1Xy + -+ + Aypx <== b,
Am1X1 + Xy + -+ + QX <== by,
3. Varijable
X1, X5, v, X = 0

,Parametri Cj; j=1,2,.. k su koeficijenti funkcije cilja i u svakom konkrethom modelu imaju
svoje znaCenje. Parametri a;; su koeficijenti funkcija ograniCenja, ponekad se zovu tehnoloSki
koeficijenti. Parametri b; su razine ograni¢enja. Varijable x; su varijable modela i u principu su

koli¢ine koje treba odrediti kod rjeSavanja modela“ (Pavlovi¢ 2005:139).



2.3 Povijest linearnog programiranja (poceci)

,,Uz linearno programiranje najcesce se spominju znanstvenici, matematic¢ar Leonid Kantorovié¢
kao zacetnik linearnog programiranja i ekonomist Tjalling Koopmans, koji su 1975. godine
dobili Nobelovu nagradu za ekonomiju, za doprinos u optimalnom rasporedivanju resursa, u
kojem je bilo zastupljeno linearno programiranje (Simunovi¢, Havrlisan 2019:10).

»Znacajan je 1 Geroge Dantzig koji je razvio simplex metodu 1947. godine, koja se i danas, uz
odredene promjene, koristi kao algoritam za racunalno rjeSavanje linearnih problema*
(Simunovié, Havrlisan 2019:10).

Prema Havrli$an i Simunovi¢, naziv linearno programiranje je zato §to se kvantiativni model

sastoji od linearnih funkcija, a rije¢ programiranje se ne odnosi na programiranje u nekom

programskom jeziku.

2.4 Metode rjeSavanja problema linearnog programiranja

Simplex metoda

Simplex metoda je metoda rjeSavanja problema linearnog programiranja ru¢nim putem
koristeci ,,slack® varijable, matrice i ,,pivot™ varijable kao nacin za pronalaZenje optimalnog
rjeSenja za slozeni problem. Postoji dosta programa koji mogu rjesiti problem linearnog
programiranja koriste¢i alat ,,solver (MatLab, Excel), no simplex metoda je rjeSavanje

problema ru¢nim putem.
Excelov Solver

Medu svojim dodacima, Microsoft Excel ima alat ,,Solver”. Solver se moze koristiti za
pronalazenje optimalne vrijednosti za jednu celiju (objective cell) prema ograni¢enjima
promjenom varijabli odlucivanja. Jednostavno receno, solver moze prona¢i maksimalnu i

minimalnu vrijednost promjenom ostalih varijabli.
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Solver Parameters X

Set Objective: s1522| 2+
To: O Max @ Min (O Vvalue Of: 0

By Changing Variable Cells:

SHS11:5HS12 4

Subject to the Constraints:
$J526:58)527 > = SES17:SES18 Add

Change

Delete

Reset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Negative

Select a Solving Simplex LP s Options
Method:

Solving Method

Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP
Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver
problems that are non-smooth.

Slika 1: Prozor Excelovog alata ,,Solver

Graficka metoda

Graficka metoda se koristi za rjeSavanje linearnog problema s dvije varijable. Ukljucuje
formuliranje skupa linearnih nejednakosti. Te nejednakosti se onda crtaju u koordinatni sustav.
Nakon §to su stavljene sve nejednakosti na graf, podrucje koje se sijece daje izvedivo podrudje.

Izvedivo podrucje objasnjava koje vrijednosti moze uzeti model. Daje moguée tocke rjesenja.

11
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Slika 2: Graficko rjeSavanje problema linearnog programiranja Preuzeto s:
http://www.cs.emory.edu/~cheung/Courses/253/Syllabus/ConstrainedOpt/simplex3.html
[pristupljeno 28/5/2021]

. R program

R je program otvorenog koda koji je popularan medu znanstvenicima za obavljanje osnovnih
zadataka u znanosti o podacima. Izvodenje linearnog programiranja je vrlo jednostavno i u

nekoliko koraka se moze do¢i do optimalnog rjeSenja.
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R (8) - Configuration * R x

Insert Code ~ [ ] Run script when refreshed (F5) More About R
2N

L4 behdata <- read.Alteryx("#1", mode="data.frame") A
o library("lmed"™)

lmdata <- behdata[behdataSresponse.type==1

behdataSresponse.type==2

behdataSresponse.type==3

behdataSresponse.type==4, ]
lmdataSresponse.type <- gsubt“l", "real", lmdata$response.type)
Imdatasresponse.type <- gsub("2", "real", lmdataSresponse.type)
lmdata$response.type <- gsub("3", "opposite", lmdataSresponse.type)
lmdatas$response.type <- gsub("4", "opposite", lmdataSresponse.type)
lmdata <- lmdata[ , c("ideophone", "response.type", "borrect", "RT", "participant"))
names (lmdata) <- c("ideophone", "condition", "answer", "RT", "participant")

lmdata$condition <- as.factor (lmdata$condition)
Imdatas$participant <- as.factor (lmdataSparticipant)
lmdata$ideophone <- as.factor(lmdata$ideophone)
contrasts (lmdataScondition) = contr.sum(2)

ml = glmer (answer ~ condition
+ (1 + condition participant)
+ (1 ideophone),
data= lmdata, family = binomial,
control = glmerControl (optCtrl=list (maxfun=1000)))

mZz = glmer (answer ~ condition
+ (1 + condition participant), w

o
Slika 3: Prozor ,,R* programa: Dostupno na:

https://www.theinformationlab.co.uk/2017/05/09/9771/ [pristupljeno 30/6/2021]

2.5 Standardni problemi u linearnom programiranju

Standardni problem maksimuma

Standardni problem maksimuma je problem u linearnom programiranju gdje je potrebno
pronac¢i maksimalnu vrijednost funkcije cilja koja zadovoljava ogranicenja koja su postavljena.
Ako je u pitanju poduzece, SP maksimuma moze pronac¢i optimalnu koli¢inu koja ce
maksimalizirati dobit. Sva ogranic¢enja, odnosno nejednadzbe svakog ogranic¢enja ¢e imati znak

nejednakosti <.

Standardni problem minimuma

Standardni problem minimuma je problem u linearnom programiranju gdje je potrebno pronaci
minimalnu vrijednost funkcije cilja koja zadovoljava postavljena ogranicenja. U poduzecu bi
to bilo, npr. prona¢i minimalnu vrijednost kako bi minimalizirali troSkove. Nejednadzba svakog

ogranicenja ¢e imati znak nejednakosti >.
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Opci problem

Op¢i problem u linearnom programiranju je problem gdje je potrebno pronaci maksimalnu ili
minimalnu vrijednost funkcije cilja. Razlika od SP maksimuma i SP minimuma je u tome S$to
nejednadzbe svakog ogranic¢enja mogu imati bilo koji znak. Primjerice, u prvom ogranicenju
moze biti nejednakost <, u drugom > a u treCem moze biti znak jednakosti =. Znak = u
ogranic¢enju ukazuje da je potrebno da se kapacitet ograni¢enja u potpunosti iskoristi, te ¢e tako

na grafickom prikazu cijela linija ogranicenja biti podebljana.

2.6. Specijalni slucajevi u linearnom programiranju

Transportni problem

Transportni problem je specijalni problema LP-a gdje je cilj pronaci optimalnu raspodjelu
isporuke nekog homogenog dobra sa ishodisnog mjesta li na odredisno mjesto Oj uz minimalne

transportne troskove po jedinici dobra.

Moze biti zatvoreni ili otvoreni problem. U zatvorenom transportnom problemu, ukupni
kapacitet ishodi$nih mjesta a; i ukupni kapaciteti odredisnih mjesta bj su identi¢ni. Primjerice
kada postoje dva pogona i svaki ima kapacitet od 25 jedinica proizvoda i tri skladiSta koja imaju
sljedece kapacitete: 25, 15, 10. Kada se zbroje kapaciteti svakog ishodisnog i odredisnog mjesta

vidi se da ¢e svaki ukupni kapacitet iznositi 50.

Otvoreni transportni problem je transportni problem gdje zbroj svakog kapaciteta ishodisnog
mjesta i zbroj svakog odredinog mjesta nisu identiéni. Sto zna¢i da ée na jednom od
ishodi$nog/odredisnog mjesta postojati manjak/visak jedinica proizvoda. Primjerice kada
postoje dva pogona i svaki ima kapacitet od 25 jedinica proizvoda i dva skladista kod kojih
svaki ima kapacitet od 20 jedinica proizvoda. Kada se zbroje kapaciteti svakog pogona i
kapaciteti svakog skladista vidi se da ¢e postojati visak jedinica proizvoda u jednom od skladista
(ai =50 i by = 40).

Problem asignacije

Problem asignacije ili problem rasporeda je specijalni slucaj transportnog problema. Razlikuje
se od transportnog problema u tome Sto su vrijednosti koje se nude i vrijednosti koje se traze
jednake 1. Primjerice kada se promatra raspored zaposlenika na radna mjesta, ali pod uvjetom
da se jedan posao dodijeli samo jednom radniku. Cilj je posti¢i optimum na temelju neke mjere

uspjesnosti.

14



3. Metodologija rada
U ovom radu istrazilo se opéenito linearno programiranje. Objasnjava se $to je linearno
programiranje i kako se pronalazi optimalno rjeSenje za odredeni sloZzeni problem, bilo

poslovne prirode ili svakidasnji problemi.
Objasnjava se kakvi slozeni problemi se mogu rijesiti pomocu linearnog programiranja.

Na temelju uzoraka hrvatskih i stranih autora, navode se njihova miSljenja i zapazanja o

linearnom programiranju.

Literatura prema kojoj je ovaj rad napisan temelji se na objavljenoj literaturi hrvatskih i stranih
autora. Kroz knjige, ¢lanke i drugu objavljenu literaturu na internetu objasnjava se kako su oni

definirali linearno programiranje i na koje slozene probleme se moze primijeniti.

Na vlastitim primjerima objasniti ¢e se kako se rijeSava problem linearnog programiranja,
odnosno standardni problem maksimuma i standardni problem minimuma. Primjeri ée se
rjeSavati u MS Excelu. Jedan primjer ¢e biti ru¢no izracunavanje optimalnog rjeSenja dok ¢e se

na drugom primjeru primijeniti Excelov alat ,,solver* za izracunavanje optimalnog rjesenja.

15



4. Opis istrazivanja i rezultati istrazivnja
4.1 Model linearnog programiranja prema hrvatskim autorima

4.1.1 Linearno programiranje prema lvanu Pavlovi¢u

Pavlovi¢ (2005.) smatra da je jedan od problema koji je doveo do razvoja linearnog
programiranja problem ishrane, za koji smatra da ga je uocio jedan farmer koji je uzgajao stado.
Imao je na raspolaganju nekoliko vrsta hrane s razli¢itim cijenama. Razmisljao je kako hraniti
stado, a da troskovi ishrane budu minimalni. Radi se o optimalnoj ishrani koja ¢e osigurati
kvalitetno hranjenje a odabrati, izmedu ponudenih vrsta, takvu hranu koja ¢e imati minimalne

troskove.

Pavlovi¢ smatra da se taj problem ne moZe rijesiti slu¢ajnim odabirom, te je potreban sustavan

pristup koji moze osigurati ostvarenje ciljeva, a to je linearno programiranje.

,,U realnim ekonomskim problemima u principu postoji veliki broj varijabli i ogranicenja.
Model linearnog programiranja u ekonomiji se u prvo vrijeme razvijao vise teorijski s
objasnjenjima, a manje za prakticno rjeSavanje problema. Razlog tome je Sto za rjeSavanje
sustava s velikim brojem varijabli i ogranicenja 'ru¢no' racunanje zahtijeva mnogo vremena sa

znatnom vjerojatnos$¢u da se pogrijesi i rezultat dovede u pitanje* (Pavlovié, 1. 2005/138).

Pavlovi¢ smatra da je razvoj informacijske tehnologije stvorio moguénost rjeSavanja linearnog
programiranja bez obzira na broj varijabli i ogranienja i to je pridonijelo ubrzanom razvoju

modela i primjenu 1 rjeSavanju prakti¢nih problema.

4.1.2 Primjena linearnog programiranja u strojarstvu prema Katici Simunovi¢ i Sari Havrli§an
Prema Simunovié i Havrlisan (2019.), linearno programiranje je jedna od tehnika operacijskih
istrazivanja, gdje su optimizacijski kvantitativni modeli linearni; ogranicenja 1 cilj, odnosno,

funkcija cilja su linearne funkcije.

,U svim djelatnostima kojima se ljudi bave, uvijek je cilj, rjeSavanjem nekoga problema,
odrediti najbolje rjeSenje te na osnovi toga rjeSenja donijeti optimalnu odluku. Optimalna
odluka mora rezultirati postizanjem zahtijevane kvalitete, minimalnih ukupnih troSkova te

postivanjem tokova isporuke proizvoda i usluge* ( Simunovi¢, Havrlisan. 2019/2).

Neki od problema u strojarstvu koji se mogu rijeSiti pomoc¢u linearnog programiranja su

(Simunovi¢, Havrligan. 2019/175):

e optimalan proizvodni program
e poslovno udruzivanje
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e optimalno iskoriStenje materijala

e transportni problem, ...

4.1.3 Primjena linearnog programiranja u rjeSavanju problema poslovnog odlu¢ivanja prema
Zoranu Babicu
,»Teorija odlucivanja je analiticki 1 sistematski pristup proucavanju procesa donosenja odluka*

(Babi¢, Z.).

Iako je njegova knjiga bila fokusirana na metode odlucivanja u poslovanju, Babi¢ je u jednom

odjeljku spomenuo kako rijesiti problem u poslovanju pomoc¢u linearnog programiranja.

Primjeri koji se mogu rijesiti linearnim programiranjem prema Babicu se odnose na specijalne
slucajeve kao §to je raspored dezurstava hitne pomoci gdje je potrebno asignirati osoblje, a da

se pritome smanje troSkovi — primjer problema asignacije.

4.1.4 Model visekriterijskog programiranja

Prema Dejanovi¢ i Peri¢ (2019.), visekriterijsko programiranje je proces u kojemu se trazi
rjeSenje problema matemati¢kog programiranja s vise funkcija cilja. To je proces odredivanja
nedominiranih rjesenja iz skupa mogucih rjesenja i odredivanje preferiranog rjesenja iz skupa

nedominiranih rjesenja.

Nekoliko nacina je rjeSavanja problema visekriterijskog programiranja, a medu njima je i
viSekriterijsko linearno programiranje. Jo§ se naziva fuzzy viSekriterijsko linearno

programiranje.

»Rije¢ fuzzy oznaCava nesto neodredeno, nejasno, neizrazito, zamuéeno ili zamrljano.”

(Dejanovié, Peri¢ 2019/63).

,,Postavljanje problema odlucivanja u fuzzy obliku realisti¢nije je i bolje prilagodeno stvarnim
problemima. To dokazuje ¢injenica da znanje eksperata nije u potpunosti to¢no i precizno te da
u stvarnosti ¢esto nije moguce parametre problema, ¢ije se rjeSenje trazi, definirati u savrSenim
uvjetima. Prema navedenim tvrdnjama moguce je zakljuciti da bi bilo bolje problem linearnog

programiranja definirati u fuzzy okolini.* (Dejanovi¢, Peri¢ 2019/63).

4.2 Model linearnog programiranja prema stranim autorima

4.2.1. Linearno programiranje prema ¢lanku sa Analytics Vidhya
Prema ¢lanku sa Analytics Vidhya, optimizacija je nacin zivota. Svi imaju ograni¢ene resurse i

vrijeme i zele ih maksimalno iskoristiti. Od produktivnog koristenja vremena do rjeSavanja
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problema u lancu opskrbe za poduzeca - sve Koristi optimizaciju. To je posebno zanimljiva i

relevantna tema u znanosti o podacima.

Prema ¢lanku sa Analytics Vidhya, linearno programiranje jedan je od najjednostavnijih na¢ina
za optimizaciju. Pomaze u rjeSavanju slozenih problema optimiziranja iznoSenjem nekoliko

pojednostavljujuéih pretpostavki.

,Linearno programiranje jednostavna je tehnika u kojoj se kroz linearne funkcije prikazuju

slozeni odnosi i pronalaze optimalne tocke* (Analytics Vidhya, 2017.).

Problem koji se spominje u ¢lanku je standardni problem maksimuma gdje poduzeée zeli
povecati svoju dobit tako da odrede optimalnu koli¢inu proizvodnje cokolade koja ce

zadovoljiti ogranicenja.

4.2.2 Linearno programiranje prema ¢lanku sa Brilliant
Prema clanku ,,Linear Programming® sa web sjediSta Brilliant, linearno programiranje je
tehnika optimizacije za sustav ograni¢enja i funkcije cilja. Cilj linearnog programiranja je

pronacdi vrijednosti varijabli koje ¢e maksimizirati/minimalizirati funkciju cilja.

Linearno programiranje je korisno za mnogo problema koji zahtjevaju optimizaciju resursa.
Moze se koristiti u proizvodnji kako bi se napravio raspored radne snage i strojeva sa ciljem
minimaliziranja troSkova rada. Moze se primijeniti u poslovanju gdje je potrebno odrediti koje
proizvode ¢e poduzeée prodavati i u kojoj veli¢ini kako bi se maksimalizirala dobit. U logistici
se moze primijeniti kako bi se odluéilo na koji na¢in primijeniti resurse za obavljanje posla u

minimalnom vremenu.

Linearno  programiranje se koristi za rjeSavanje problema kada je cilj
maksimalizirati/minimalizirati odredenu vrijednost, a da zato postoji linearni sustav
nejednakosti gdje postoje ograni¢enja. RjeSenje problema linearnog programiranja je pronaci

optimalnu vrijednost funkcije cilja.

4.2.3 Linearno programiranje prema ¢lanku sa Britannica

Prema clanku ,linear programming“ sa web sjediSta Britannica, linearno programiranje je
tehnika matematickog modeliaranja u kojoj se linearna funkcija maksimizira/minimalizira kada
je podvrgnuta raznim ograni¢enjima. Ova tehnika je korisna za vodenje kvantitativnih odluka

U poslovnom planiranju, u industriji i u manjoj mjeri u drustvenim i fizickim znanostima.
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4.2.4 Koristenje linearnog programiranja za problem prehrane

Clanak ,,A Review of the Use of Linear Programming to Optimize Diets, Nutritiously,
Economically and Environmentally“ sa web sjedista Frontiers govori o tome kako rijesSiti
dijetalni problem pomocu linearnog programiranja. Linearno programiranje moze posluZiti za
razne prehrambene probleme od pomo¢i u hrani i prehrambenih programa do pojedina¢nih
problema. Linearno programiranje predstavlja vazan alat za optimizaciju okolisa i koristan je

instrument za pronalazenje rjeSenja koja se odnose na slozene prehrambene probleme

Prema istom c¢lanku, linearno programiranje se moZe Koristiti za rjeSavanje pitanja o
uskladivanju prehrane s nutritivnim i drugim dodatnim ograni¢enjima s minimalnim iznosom
promjena. Linearno programiranje je matematicka tehnika koja omoguéuje stvaranje

optimalnih rjeSenja koja zadovoljavaju nekoliko ograni¢enja.

4.3 Primjer standarnog problema maksimuma

Primjer 1. Poduzece X se bavi proizvodnjom proizvoda P1 i P2 te odlucuje pronaci optimalno
rjeSenje za povecanje profita. Za proizvodnju proizvoda P1 potrebno je 2 sata rada na stroju
A, 1,5 sati rada na stroju B te 3 sata rada na stroju C. Za proizvodnju proizvoda P2 potrebno
je 2 sata rada na stroju B i 1 sata rada na stroju C. Dnevni kapaciteti strojeva su sljedeci: Stroj
A — 15 sati, Stroj B — 20 sati i Stroj C — 17 sati. Dobit po jedinici proizvoda P1 iznosi 400 NJ,
a dobit po jedinici proizvoda P2 iznosi 600 NJ. Potrebno je odrediti proizvodni program u
kojem ¢e poduzece X maksimizirati profit. Potrebno je odrediti optimalnu kolic¢inu proizvoda

P1i P2 kojom ¢ée poduzeée maksimizirati svoj profit.

Kako bi se lakse rijesio problem, koristit ¢e se program Excel. Pomoc¢u graficke metode ¢e se

pronaci optimalno rjesenje.

Prvo je potrebno odrediti varijable, ograni¢enja i funkciju cilja.
Zadane varijable su:

X1- koli€ina proizvedenih proizvoda P1

X2 — koli¢ina proizvedenih proizvoda P2

Ili drugacije napisano:
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P1 P2

x1 X2
dobit 400 600 max
| StrojA 2 0 < 15
Stroj B 15 2 < 20
| StrojC 3 1 < 17

Slika 4: Tablica varijabli, funkcije cilja i ogranicenja (Excel)

Kako je napisano u tablici, dobit po jedinici proizvoda P1 iznosi 400 NJ a dobit po jedinici

proizvoda P2 iznosi 600 NJ. Jednadzba funkcije cilja ¢e izgledati na slijedeci nacin:
max dobit = 400x; + 600x,

Nadalje je potrebno odrediti ograni¢enja. U ovom slucaju to su strojevi. Pokazuje koliko je sati
potrebno svakom stroju da proizvede jednu jedinicu proizvoda P1 i P2. Zapisi ograni¢enja Ce

izgledati na slijedeci nacin:
Stroj A 2x; < 15
Stroj B 1,5x; + 2x, < 20
Stroj C 3x; + 1x, < 17
Iz svega navedenog moguce je napisati i tumacenje za funkciju cilja te svako ograni¢enje.

Funkcija cilja: Prilikom proizvodnje x1 jedinica proizvoda P1 i x2 jedinica proizvoda P2,
poduzece ce ostvariti dobit od 400X1 + 600X> NJ. U zadanom primjeru potrebno je

maksimizirati dobit.

Prvo ogranicenje: Prilikom proizvodnje x1 jedinica proizvoda P1 i x2 jedinica proizvoda P2,
utrosi se 2x1 + 0x2 sati rada stroja A, s tim da se ukupno ne moze utrositi vise od 15 sati

dnevnog rada.

Drugo ograni¢enje: Prilikom proizvodnje x1 jedinica proizvoda P1 i x2 jedinica proizvoda P2,
utrosi se 1,5x1 + 2x2 sati rada stroja B, s tim da se ukupno ne moze utrositi vise od 20 sati

dnevnog rada.

Trec¢e ogranicenje: Prilikom proizvodnje x1 jedinica proizvoda P1 i x2 jedinica proizvoda P2,
utrosi se 3xI1 + Ix2 sati rada stroja C, s tim da se ukupno ne moze utrositi vise od 17 sati

dnevnog rada.
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Nakon $to su se odredile varijable odlu¢ivanja, funkcija cilja i ograni¢enja, potrebno je zapisati

uvjet nenegativnosti.

Tumacenje: Varijable x1 i X2 ne mogu biti negativne, tj. nema smisla rezultat koji bi imao
negativnu vrijednost jedne od varijabli. Varijable mogu poprimiti vrijednost 0, Sto govori da

odredeni proizvod ne bi trebalo proizvoditi.

Nakon uvjeta nenegativnost, dolazi priprema za graficki prikaz.

X1 X2 X1 X2
Stroj A 7.5 17 %5 0
Stroj B 0 10 13,33 0
Stroj C 0 17 5,67 0

Slika 5: Priprema za graficko prikazivanje

Prvo se svakoj nejednadzbi ograni¢enja umjesto X1 nepoznanice pise broj O te se brojka na

desnoj strani nejednadzbe podijeli sa brojem pored nepozanice X2 na lijevoj strani nejednadzbe.

Onda se opet umjesto nepoznanice X2 piSe broj 0 te se brojka na desnoj strani nejednadzbe

podijeli sa brojem pored nepoznanice x; na lijevoj strani nejednadzbe.
U ovom slucaju:
StrojA2+0<15
0<15

U nejednadzbi za ovaj stroj postoji problem, a to je da ne proizvodi proizvod P1 te rezultat ne
moze biti da je 0 manja ili jednaka 25. U tom slu¢aju se treba prona¢i maksimum u stupcu Xo.
Taj maksimum se ubaci u nejednadzbu stroja A te se broj na desnoj strani nejednadzbe podijeli

sa brojem pored nepoznanice X1 na lijevoj strani nejednadzbe. U tom slucaju:
Stroj A 2x; +0x, < 15
Stroj A 2x; +0%17 <15

Stroj A 2x; <15
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StrojAx; <7,5

Rezultate koji se dobiju upisuju se u tablicu i oni predstavljaju koordinate svake nejednadzbe

koja ¢e biti prikazana na grafu.

Sljedece slijedi graficki prikaz:

18troj C Stroj A
17 ®
16
15
14
13
12
1%troj B
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1 Stroj C Stroj A Stroj B
0 {

Slika 6: Graficki prikaz koordinata restrikcija

Prije nego Sto se odrede moguce tocke rjesenja, potrebno je odrediti dopusteno podrucje svakog
ogranicenja. To ¢e se napraviti na nacin da se u svakoj nejednadzbi umjesto nepoznanica X i
X2 napise broj 0. Odnosno kontrolna toc¢ka za svako ogranicenje ¢e biti (0,0). To ¢e izgledati

na slijede¢i nacin:
Stroj A 2x; < 15
StrofA2x0 <15
Stro)A0 < 15
Stroj B 1,5x; + 2x, < 20
StrojB1,5x0+ 20 <20
Stroj B0 < 20
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StrojC3*04+1x0<17
Stroj C 0 < 17

Posto se ovaj zadatak radi u Excelu, pored svakog rjeSenja jednadzbe ¢e se upisati formula IF
kako bi se odredilo dopusteno podruéje (IF(0<=15;“TOCNO*“;“NETOCNO)).

Ako pokaze da je funkcija TOCNA, onda se zatamnjuje gornja strana ograni¢enja na grafu. Ako
pokaze da je funkcija NETOCNA, onda se zatamnjuje donja strana ograni¢enja na grafu.

U ovom primjeru sve nejednadzbe su tocne te ¢e se zacrniti gornja strana svakog ogranicenja.

To ¢e izgledati kao na slici :

18trej
17
16
15
14
13
12
15troj B

10 6

/

ol S
>

O R, N WA UL OON

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

—@—StrojA —@—StrojB —®—Stroj C

Slika 7: Grafic¢ki prikaz sa odredenim dopustenim podruc¢jem.

1z grafickog prikaza ¢e se is¢itati moguce tocke rjeSenja. To ¢e u ovom primjeru biti:

T1 . o o
T2 ‘ o 10
T3 . 5,67 0
L. | 341 7,67

Slika 8: Moguce tocke rjesenja

Ukoliko moguc¢u toc¢ku rjeSenja nije jednostavno iSCitati iz grafickog rjeSenja, u Excelu se
koristi formula =MMULT (MINVERSE).
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Kada se utvrde moguce tocke rjesenja, koordinate se ubace u funkciju cilja i tako utvrduje koja
kombinacija proizvoda ¢e pokazati maksimalnu dobit poduze¢a X. Izraunat ¢e se vrijednost

funkcije cilja tako da se umjesto x1 I X2 upisu koordinate.

:VRIJEDNOSTI FUNKCIJE ZA MOGUCE TOCKE RJIESENJA

max dobit = 400 x1 + 600 X2
T1 0 0 0
T2 0 10 6000
T3 5,67 0 2268
T4 3,11 7,67 584444
Max vrijednost funkcije 6000

Slika 8: Vrijednosti funkcije cilja

Tocke mogucéih rjeSenja sa grafikona se uvrstavaju u funkciju cilja umjesto nepoznanica X1 i X2.
Za svaku mogucu toc¢ku rjesenja se pored napise vrijednost i sa Excelovom formulom =MAX

utvrdi maksimalna vrijednost funkcije cilja, odnosno maksimalna dobit.

Prema tablici i rezultatima koje su se izracunale nakon uvrstavanja svake koordinate X1 i Xo,

vidi se da ¢e poduzece X ostvariti najvecu dobit ako proizvodi samo 10 jedinica proizvoda P2

Tumacenje: Prilikom proizvodnje optimalne kolicine proizvoda P1 i P2, poduzece ce ostvariti
dobit od 6000 NJ. Da bi poduzeée maksimiziralo svoju dobit, trebali bi proizvesti samo 10

jedinica proizvoda P2, a da proizvod P1 uopce ne proizvode.
Prije nego sto se zavrsi sa zadatkom, provjerava se iskoristenost kapaciteta svakog ograni¢enja.

ISKORISTENOST KAPACITETA

Stroj A 2 x1 + 0 x2 < 15

0 < 15 Postoji neiskoristenost kapaciteta
Stroj B 1,5 x1 + 2 x2 | < | 20

20 < 20 Kapacitet je u potpunosti iskoristen
Stroj C 3 x1 + 1 X2 I < | a7

10 < 17 Postoji neiskoristenost kapaciteta

Slika 9: IskoriStenost kapaciteta

Na svakom ogranicenju ¢e se uvrstiti koordinate optimalne koli¢ine te tako vidjeti jesu li u

potpunosti iskoristeni kapaciteti strojeva ili ne, ili je potrebno da stroj radi vise.
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Kao sto slika pokazuje, kapacitet stroja B je u potpunosti iskoriSten a na strojevima A i C postoji
neiskori$tenost kapaciteta. Stroj A uopée ne treba koristiti kako bi se proizvela optimalna

koli¢ina proizvoda P1 i P2.

4.4 Primjer standarnog problema minimuma

Primjer 2. Poduzeée X bavi se proizvodnjom proizvoda Pl. Za proizvodnju proizvoda Pl
potrebno je minimalno 20 jedinica materijala M1 i 30 jedinica materijala M2. Materijal se
nabavlja od dvaju dobavijaca: D1 i D2. Dobavlja¢ D1 moze ponuditi 1 komad materijala M1 i
4 komada materijala M2 po cijeni od 10 NJ. Dobavljac D2 moze ponuditi 3 komada materijala
M1 i 2 komada materijala M2 po cijeni od 8 NJ. Potrebno je pronaci optimalnu kolicinu

nabavke materijala koji ¢e minimalizirati ukupni troSak nabave.

Standardni problem minimuma ¢e se rijesiti pomoc¢u Excelovog alata Solver. Prvo je potrebno

odrediti varijable odlucivanja, funkciju cilja i ogranicenja.

VARIJBABLE
x1 kolicina materijala koja se nabavlja od dobavljacta D1
X2 koli¢ina materijala koja se nabavlja od dobavljaca D2
x1 X2
D1 D2
tro3ak 10
materijal M1 1 3 = 20
materijal M2 4 P 30

Slika 10: Varijable, ograni¢enja i funkcija cilja

Varijabla X1 ¢e biti koli¢ina materijala koja se nabavlja od dobavljaca D1, a varijabla x> ¢e biti

koli¢ina materijala koja se nabavlja od dobavljaca D2.

OgraniCenja ¢e se odnositi na vrstu materijala koji svaki dobavlja¢ moze ponuditi. U tom

slucaju:
Materijal M1 x; + 3x, = 20
Materijal M2 4x; + 2x; = 30
A funkcija cilja ¢e biti:

min troSak 10x; + 8x,
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Tumacenje za funkciju cilja: Prilikom nabave X jedinica materijala od dobavijaca D1 i X>
Jjedinica materijala od dobavljaca D2, poduzece ¢e imati trosak od 10X1 + 8X2 NJ. S obzirom
na strukturu problema, potrebno je pronaci nabavnu kolicinu koja ¢e minimalizirati ukupni

trosak.

Tumacenje za materijal M1: Prilikom nabave materijala M1 od strane dobavljaca DI i D2,
poduzece ¢e imati X1 + 3X2 jedinica materijala M1, s tim da je potrebno minimalno 20 jedinica

materijala M1.

Tumacenje za materijal M2: Prilikom nabave materijala M2 od strane dobavijaca DI i D2,
poduzece ¢e imati 4X1 + 2X3 jedinica materijala M2, s tim da je potrebno minimalno 30 jedinica

materijala M2.

Nakon S§to su se odredile varijable, funkcija cilja i ograni¢enja, napravit ¢e Se priprema za

rjeSavanje problema pomocu Excelovog solvera.

To ¢e se napraviti tako da se za varijable x1 i X2 napise vrijednost 0 pored svake celije kao
varijable koje ¢e promijeniti vrijednost. Varijable X1 1 X2 ¢e biti varijable na kojima ¢e Solver

promijeniti vrijednost i umjesto toga ¢e izbaciti optimalnu kolic¢inu.

Funkciju cilja ¢e se izracunati pomocu nepoznanica X1 i X2 na kojima je ranije stavljena
vrijednost 0 na svakom. Vrijednost funkcije cilja bi bila jednaka 0, no kada se vrijednosti
varijable promjene pomocu solvera, onda ¢e pokazati minimalnu vrijednost funkcije cilja,

odnosno minimalni troSak.

Isto tako ¢e se u svako ograni¢enje uvrstiti vrijednost 0 za svaku nepoznanicu te ¢e promjena

tih varijabli pokazati iskoriStenost kapaciteta.
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Solver Parameters

Set Objective: 51522|

To: O Max @ Min O Value Of:

By Changing Variable Cells:
SHS11:5HS12

Subject to the Constraints:
§J526:5)527 >= SES17:SES18 | Add

Change

Delete

Reset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Negative
Select a Solving Simplex LP =, Options
Method:

Solving Method

Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP
Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver
problems that are non-smooth.

Change Constraint

Cell Reference: Constraint:
§1526:51527] * = v | | SES17:SES18
OK Add

>

>

I

Cancel

Slika 111 12: Rjesavanje problema u solveru.

Na podrucje ,,Set Objective se klikne na celiju u kojoj se izracunala funkciju cilja sa

nepoznanicama Xi i Xz koje su jednake 0.
Klikne se na opciju ,,min“ kako bi Solver znao da tr

U podrucje ,,.By changing Variable Cells* ¢e se

eba prona¢i minimalnu vrijednost.

kliknuti na celije u kojima su uvrstene

vrijednosti 0 pored svake varijable koje ¢e poslije promijeniti svoju vrijednost.

Zatim se dodaju ograni¢enja, odnosno oznaci Celija/Celije u kojima je unaprijed izra¢unata

vrijednost za svaku. Odabere se znak vece ili jednako, te oznaci/napise minimalna

vrijednost/vrijednosti za svako ogranicenje.

27



Oznaci se kvac¢icom na opciju ,,Make Unconstrained Variables Non-negative* jer zbog uvjeta

nenegativnosti nijedna varijabla ne moze biti negativna. Odabere se ,,Simplex LP* kao metodu

za rjeSavanje problema te klikne na opciju ,,Solve*.
Solver Results X

Solver found a solution. All Constraints and optimality

conditions are satisfied. Reports
Answer
Sensitivity
Limits
O Restore Original Values
[[] Return to Solver Parameters Dialog [] outline Reports

OK I Cancel Save Scenario...

Solver found a solution. All Constraints and optimality conditions are satisfied.

When the GRG engine is used, Solver has found at least a local optimal sclution. When Simplex LP
is used, this means Solver has found a global optimal solution.

Slika 13: Prozor solvera nakon rjesavanja

Ako se sve unijelo kako treba, pojavit ¢e se prozor gore koji govori da je solver pronaSao

rjeSenje za problem. Moze se ¢ak i odabrati da izbaci izvjestaj/report za rjeSenje (Answer,

Sensitivity i Limits). Kad se odabare to troje, onda ¢e pored liste na kojoj je rjeSavan ovaj

primjer, pojaviti lista ,,Answer®, ,,Sensitivity* i ,,Limits*.

|I_V|.icrosoft Excel 16.0 Answer Report
|Worksheet: [PrimjeriL.xlsx]Minimum 2
|Report Created: 22.6.2021. 17:12:47
EResult: Solver found a solution. All Constraints and optimality conditions are satisfied.
|Solver Engine
Engine: Simplex LP
Solution Time: 0,015 Seconds.
| Iterations: 2 Subproblems: 0
|Solver Options
Max Time Unlimited, Iterations Unlimited, Precision 0,000001, Use Automatic Scaling
Max Subproblems Unlimited, Max Integer Sols Unlimited, Integer Tolerance 1%, Assume NonNegative

|objective Cell (Min)
Cell Name Original Value Final Value
SIS22 x2 90 90

;Variable Cells

Cell Name Original Value Final Value Integer
SHS11 koli¢ina materijala koja se nabavlja od dobavlja¢a D1 5 5 Contin
SHS12 koli¢ina materijala koja se nabavlja od dobavljaga D2 5 5 Contin

_'Constraints

Cell Name Cell value Formula Status Slack

81826 * 20 $J$26>=SES17 Binding 0

81827 3 30 $J527>=SES18 Binding 0 Sllka 14 LiSta Answer“
. 2
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Excelova lista ,,answer* pokazuje vrijednost funkcije rjeSenja, vrijednost za svaku varijablu 1

iskoriStenost kapaciteta svakog ogranic¢enja.

Kao $to pokazuje slika 17, funkcija cilja pri optimalnoj nabavi ¢e iznositi 90 NJ, odnosno
minimalni troSak nabave materijala ¢e iznositi 90 NJ. Funkcija cilja ¢e biti minimalna ako
poduzeée nabavlja 5 jedinica materijala od dobavljaca D1 i 5 jedinica materijala od dobavljaca
D2. A kapaciteti su jednaki 20 i 30, Sto zna¢i da je egzaktno zadovoljena potraznja za

materijalom

Tumacenje: Prilikom nabave optimalne kolicine jedinica X1 i X2 materijala od dobavljaca D1
i dobavljaca D2, poduzele ¢e imati trosak od 90 NJ. Da bi poduzeée smanjilo svoje troskove,

trebali bi nabaviti 5 jedinica materijala od dobavljaca D1 i 5 jedinica materijala od dobavljaca

D2.

Kada se koristi Excelov solver, moze se provjeriti ho¢e li se funkcija cilja, varijable ili
iskoriStenost kapaciteta promijeniti ako se promijeni vrijednost jedne od podvarijabli. Npr.
promjeni se vrijednost prve varijable sa 5 na 6, te se vidi kako ¢e to utjecati na funkciju cilja.

Za to sluzi lista ,,Sensitivity report®.

@'crosoff Excel 16.0 Sensitivity Report
|Worksheet: [Primjeril.xIsx]Minimum 2
|Report Created: 22.6.2021. 17:12:47

|Variable Cells

Final Reduced Objective Allowable Allowable

Cell Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
SHS11 koli¢ina materijala koja se nabavlja od dobavljata D1 5 0 10 6 7,333333333
SHS12 koli¢ina materijala koja se nabavlja od dobavljata D2 5 0 8 22 3

|Constraints

Final Shadow Constraint Allowable Allowable

Cell Name Value Price R.H.Side Increase Decrease
8JS26 3 20 1,2 20 25 12,5
81827 3 30 2,2 30 50 16,66666667

Slika 15: Tablica na listi ,,Sensitivity report™.

Tablica na slici 15 pokazuje dopusteno povecanje/smanjenje svake varijable i svakog

ogranicenja, s tim da vrijednost funkcije cilja ostane nepromjenjiva
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5. Rasprava

Kroz teoriju i empirijsko istrazivanje moze se zakljuciti da svaki autor ukazuje na isto: da

linearno programiranje sluzi za pronalazenje optimalnog rjeSenja za neki problem.

Linearno programiranje se moze koristiti za rjeSavanje bilo kakvog slozenog problema, bilo u

poslovne svrhe ili ne.

Osim svojih definicija linearnog programiranja, svaki navedeni autor je i pojasnio linearno
programiranje na temelju svojih primjera. Neki od tih primjera su pronalaZenje optimalne
koli¢ine hrane koja ¢e se unijeti u organizam kako bi smrsavili ili smanjili kolesterol. Ovaj
primjer pokazuje kako se linearno programiranje moze primijeniti u svakodnevnom zivotu, a

ne samo u poduzeéima.

Tu je jo§ i primjer pronalazenja optimalnog rasporeda dezurstva koji ¢e smanjiti ukupne

troSkove, ali 1 dalje zadovoljiti odredene potrebe. Drugim rijeima, problem asignacije.

Od metoda koriStenja linearnog programiranja, prema istrazivanju se istice da je najlakse

pronaci optimalno rjesenje putem Excelovog solvera, jer se najlakse koristi.
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6. Zakljucak

Uzimajucéi u obzir sve §to je navedeno u ovom radu, moze Se re¢i da je linearno programiranje

dobar nacin za pronalazenje rjeSenja na neki slozeni problem.

Svakom poduzetniku bi pomoglo u pronalazenju rjeSanja za povecanje dobiti ili smanjenje

troska. Jednostavnim 1 logickim na¢inom do¢i do linearnog programiranja.

No, linearno programiranje ne govori hoce li se doista dogoditi da ¢e se npr. povecati dobit ili
smanjiti troSak. Linearno programiranje samo daje logi¢ko rjeSenje kako ¢e se ostvariti cilj.
Primjerice, ako se poduze¢e bavi prodajom i da pritom zeli ostvariti ve¢u dobit, linearno
programiranje bi dalo logicko rjeSenje na to koliko proizvoda A i proizvoda B bi trebalo prodati,
a da se zadovolje ogranicenja. Zato se funkcija cilja 1 zove funkcija cilja jer nas navodi na to

kako ¢emo ostvariti svoje potrebe. Ali pitanje je hoce li se to zaista i dogoditi?

I kod zaposljavanja zaposlenika je dobro koristi linearno programiranje u problemu asignacije,
kako bi se odredenog radnika dodijelilo na odredeno radno mjesto prema kvalifikacijama. Tako

bi poduzece moglo efikasno ostvariti svoje ciljeve.
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